
Îòáîðî÷íûé ýòàï îëèìïèàäû ¾Ïîêîðè Âîðîáü¼âû ãîðû!¿ ïî ìàòåìàòèêå äëèëñÿ 24 ÷àñà. Îí ñîñòîÿë

èç áëèö-òóðà (6 çàäà÷, îòâåòû ê êîòîðûì íóæíî îòïðàâèòü â òå÷åíèå 3 ÷àñîâ) è òâîð÷åñêîé ÷àñòè (3

çàäà÷è, ïîëíîå ðåøåíèå êîòîðûõ íóæíî îòïðàâèòü â òå÷åíèå îñòàâøåãîñÿ âðåìåíè).

Îòáîðî÷íûé ýòàï. Áëèö-òóð

Êàæäûé ó÷àñòíèê áëèö-òóðà ïîëó÷àë ñâîé íàáîð çàäà÷, îòëè÷àþùèéñÿ îò íàáîðîâ çàäà÷ äðóãèõ

ó÷àñòíèêîâ. Ïðèâîäèì òèïè÷íûé íàáîð èç øåñòè çàäà÷ áëèö-òóðà.

1. �åøèòå íåðàâåíñòâî

√
x
γ
+(α+2)− x

γ
−α

x2+ax+b
> 0.

Â îòâåòå óêàæèòå ÷èñëî, ðàâíîå êîëè÷åñòâó öåëûõ êîðíåé äàííîãî íåðàâåíñòâà. Åñëè öåëûõ êîðíåé

íåò, ëèáî êîðíåé áåñêîíå÷íî ìíîãî, â áëàíêå îòâåòîâ óêàæèòå öè�ðó 0.

α = 3, γ = 1, a = −15, b = 54.

Îòâåò: 7.

�åøåíèå. Ñ ó÷åòîì çàäàííûõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé, ðåøàåì íåðàâåíñòâî:

√
x+ 5− x− 3

x2 − 15x+ 54
> 0 ⇔

√
x+ 5− x− 3

(x− 6)(x− 9)
> 0.

Òàê êàê

√
x+ 5 > x + 3 ⇔

[ −5 6 x 6 −3,

x+ 5 > (x+ 3)
2
,

òî âûðàæåíèå â ÷èñëèòåëå íåîòðèöàòåëüíî ïðè

x ∈ [−5; −1], è îòðèöàòåëüíî ïðè x > −1.
Òàêæå ñïðàâåäëèâî x2 − 15x+ 54 < 0 ïðè x ∈ (6; 9), à èíà÷å ýòî âûðàæåíèå íåîòðèöàòåëüíî.
Ïîýòîìó x ∈ [−5; −1]

⋃

(6; 9), è öåëûõ êîðíåé áóäåò 5 + 2 = 7.

2. �åøèòå óðàâíåíèå cos 2x+ cos 6x+ 2 sin2 x = 1.
Â îòâåòå óêàæèòå ÷èñëî, ðàâíîå ñóììå êîðíåé óðàâíåíèÿ, ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó A, ïðè íåîáõî-

äèìîñòè îêðóãëèâ ýòî ÷èñëî äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.

A =

[

mπ

6
;
(m+ 1)π

6

]

,m = 5.

Îòâåò: 2,88 (òî÷íîå çíà÷åíèå:

11π
12 ).

�åøåíèå. Ïîñêîëüêó cos 2x + 2 sin2 x = 1, òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî cos 6x = 0. Èç âñåõ
êîðíåé ñåðèè x = π

12 + πn
6 íà îòðåçîê A =

[

5π
6 ; π

]

ïîïàäàåò îäèí êîðåíü x = π
12 + 5π

6 = 11π
12 .

3. Èç òî÷êè M, ëåæàùåé âíóòðè òðåóãîëüíèêà ABC, íà ñòîðîíû BC, AC, AB ïðîâåäåíû ïåðïåí-

äèêóëÿðû, äëèíû êîòîðûõ ðàâíû k, l è m ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ABC, åñëè

∠CAB = α è ∠ABC = β. Â ñëó÷àå, åñëè îòâåò áóäåò íåöåëûì, îêðóãëèòå åãî äî áëèæàéøåãî öåëîãî.

α =
π

6
, β =

π

4
, k = 3, l = 2,m = 4.



Îòâåò: 67.

�åøåíèå. Îáîçíà÷èâ ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ÷åðåç a, b, 
, ñ ïîìîùüþ òåîðåìû ñèíóñîâ ïîëó÷èì

S = ka+lb+mc
2 = R (k sinα+ l sinβ +m sin γ).

Òàê êàê, êðîìå òîãî, S = 2R2 sinα sinβ sin γ, òî ìîæåì âûðàçèòü R = k sinα+l sin β+m sin γ
2 sinα sin β sin γ

.

Ïîýòîìó S = (k sinα+l sin β+m sin γ)2

2 sinα sin β sin γ
.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ÷èñëîâûõ çíà÷åíèé k, l, m, α, β, γ ïîëó÷àåì

S =
(3 sinα+ 2 sinβ + 4 sin γ)2

2 sinα sinβ sin γ
=

(

3 + 4
√
2 + 2

√
6
)2

√
3 + 1

≈ 67.

4. �åøèòå ñèñòåìó

{

x3 + 3y3 = 11,
x2y + xy2 = 6.

Âû÷èñëèòå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ

xk

yk
äëÿ êàæäîãî ðåøåíèÿ (xk, yk) ñèñòåìû è íàéäèòå ñðåäè íèõ

ìèíèìàëüíîå. Â îòâåòå óêàæèòå íàéäåííîå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå, ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèâ åãî äî

äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.

Îòâåò: −1, 31 (òî÷íîå çíà÷åíèå: − 1+
√
217

12 ).

�åøåíèå. Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà 6, âòîðîå íà (−11) è ñëîæèì:

6x3 − 11x2y − 11xy2 + 18y3 = 0.

Ïîäåëèâ îáå ÷àñòè íà y3 è îáîçíà÷èâ t = x
y
, ïîëó÷èì:

6t3 − 11t2 − 11t+ 18 = 0 ⇔ (t− 2)(6t2 + t− 9) = 0.

Îòñþäà t1 = 2, t2,3 = −1±
√
217

12 .

Ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå

xk

yk
ðàâíî − 1+

√
217

12 ≈ −1, 31.

5. Èìååòñÿ äâà ñïëàâà. Ïåðâûé ñïëàâ ñîäåðæèò p % ïðèìåñåé, à âòîðîé � ñîîòâåòñòâåííî q %

ïðèìåñåé. Îïðåäåëèòå, â êàêîé ïðîïîðöèè ñëåäóåò ñîåäèíèòü ýòè ñïëàâû, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ íîâûé

ñïëàâ, â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ r % ïðèìåñåé. Â îòâåòå óêàæèòå îòíîøåíèå ìàññû ïåðâîãî ñïëàâà ê

ìàññå âòîðîãî â âèäå äåñÿòè÷íîé äðîáè, îêðóãëèâ åå ïðè íåîáõîäèìîñòè äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé.

p = 70, q = 5, r = 40.

Îòâåò: 1,17 (òî÷íûé îòâåò:

7
6 ).

�åøåíèå. Ïóñòü ìàññà âòîðîãî ñïëàâà ðàâíà a (êã, ã, ò èëè ëþáàÿ äðóãàÿ åäèíèöà ìàññû), à ìàññà

ïåðâîãî ðàâíà x · a (òåõ æå åäèíèö). Òîãäà x åñòü èñêîìàÿ âåëè÷èíà.

Ïî óñëîâèþ çàäà÷è ìàññà âñåõ ïðèìåñåé ðàâíà

xa·p
100 + a·q

100 . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ýòà æå ìàññà ðàâíà

(xa+a)·r
100 . Çíà÷èò,

xa·p
100 + a·q

100 = (xa+a)·r
100 ⇔ x · p+ q = (x+ 1) · r ⇔ x = r−q

p−r
.

Ïðè äàííûõ ÷èñëîâûõ çíà÷åíèÿõ x = 40−5
70−40 = 7

6 ≈ 1, 17.

6. Íàéäèòå âñå öåëûå çíà÷åíèÿ a, íå ïðåâîñõîäÿùèå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå 15, ïðè êàæäîì èç

êîòîðûõ íåðàâåíñòâî

4x− a− 4

6x+ a− 12
6 0

âûïîëíÿåòñÿ ïðè âñåõ x èç ïðîìåæóòêà [2; 3]. Â îòâåòå óêàæèòå ñóììó âñåõ òàêèõ a.



Îòâåò: −7.
�åøåíèå. �åøàÿ íåðàâåíñòâî ìåòîäîì èíòåðâàëîâ, ïîëó÷èì, ÷òî åãî ëåâàÿ ÷àñòü ðàâíà 0 ïðè

x = 1 + a
4 è íå îïðåäåëåíà ïðè x = 2 − a

6 . Ýòè äâà çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ïðè a = 12
5 . Â ýòîì ñëó÷àå

íåðàâåíñòâî ðåøåíèé íå èìååò.

Ïðè a > 12
5 ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê

(

2− a
6 ; 1 +

a
4

]

, è íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ

ïðè âñåõ x ∈ [2; 3], åñëè

{

2− a
6 < 2,

3 6 1 + a
4

⇔ a > 8.

Ïðè a < 12
5 ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ ïðîìåæóòîê

[

1 + a
4 ; 2− a

6

)

, è íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ

ïðè âñåõ x ∈ [2; 3], åñëè

{

1 + a
4 6 2,

3 < 2− a
6

⇔ a < −6.

Ïîýòîìó a ∈ (−∞; −6)
⋃

[8; +∞), è èñêîìûå çíà÷åíèÿ: a ∈ [−15; −6)
⋃

[8; 15]. Ñóììà öåëûõ çíà-

÷åíèé:

−15− 14− 13− ...− 8− 7 + 8 + 9 + ...+ 14 + 15 = −7.

Íàáîð òâîð÷åñêèõ çàäà÷.

I.Íàéäèòå âñå íå ïðåâîñõîäÿùèå 100 íàòóðàëüíûå çíà÷åíèÿ n, ïðè êîòîðûõ ñóììà 12+22+32+...+n2

äåëèòñÿ íà 50. �àñïîëîæèòå ýòè çíà÷åíèÿ n â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ: n1 < n2 < ... < nk. Â îòâåòå óêàæèòå

n4.

�åøåíèå. Òàê êàê 12 + 22 + 32 + ...+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6 , òî n (n+ 1) (2n+ 1) äîëæíî äåëèòüñÿ íà 300 =

22 · 3 · 52. Òàê êàê ÷èñëà n, n+ 1 è 2n+ 1 âçàèìíî ïðîñòû, òî îäíî èç íèõ äîëæíî äåëèòüñÿ íà 25.

• Åñëè n äåëèòñÿ íà 25, òî n = 25, 50, 75 èëè 100. Ïðè ïîäñòàíîâêå ýòèõ çíà÷åíèé â âûðàæåíèå

ïîëó÷àåì, ÷òî äåëèìîñòü áóäåò ïðè n = 75 è ïðè n = 100.

• Åñëè n+ 1 äåëèòñÿ íà 25, òî n = 24, 49, 74 èëè 99. Ïðè ïîäñòàíîâêå ýòèõ çíà÷åíèé â âûðàæåíèå

ïîëó÷àåì, ÷òî äåëèìîñòü áóäåò ïðè n = 24 è ïðè n = 99.

• Åñëè 2n + 1 äåëèòñÿ íà 25 è ïðè ýòîì íå÷åòíî, òî n = 12, 37, 62 èëè 87. Ïðè ïîäñòàíîâêå ýòèõ

çíà÷åíèé â âûðàæåíèå ïîëó÷àåì, ÷òî äåëèìîñòü áóäåò ïðè n = 12 è ïðè n = 87.

Òàêèì îáðàçîì, ïîäõîäÿò çíà÷åíèÿ 12, 24, 75, 87, 99, 100. ×åòâ¼ðòûì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ 87.

Îòâåò: 87.

1. Â îòâåòå óêàæèòå n4.

Îòâåò: 87.
2. Â îòâåòå óêàæèòå n5.

Îòâåò: 99.
3. Â îòâåòå óêàæèòå nk−2.

Îòâåò: 87.
4. Â îòâåòå óêàæèòå nk−3.

Îòâåò: 75.
5. Â îòâåòå óêàæèòå n1 + n5.

Îòâåò: 111.
6. Â îòâåòå óêàæèòå n2 + n6.

Îòâåò: 124.
7. Â îòâåòå óêàæèòå n3 + n5.



Îòâåò: 174.
8. Â îòâåòå óêàæèòå n2 + nk−1.

Îòâåò: 123.
9. Â îòâåòå óêàæèòå nk−3 + nk−5.

Îòâåò: 87.
10. Â îòâåòå óêàæèòå n1 + nk−4.

Îòâåò: 36.

II. Ñðåäè âñåõ òðåóãîëüíèêîâ, âïèñàííûõ â îêðóæíîñòü �èêñèðîâàííîãî ðàäèóñà, ñ èçâåñòíîé ñóì-

ìîé êâàäðàòîâ âñåõ óãëîâ (α2 + β2 + γ2 = π2/2), íàéäèòå âñå òðåóãîëüíèêè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé

ïëîùàäè. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî òðåóãîëüíèêà íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå èç âñåõ ïîïàðíûõ ïðîèç-

âåäåíèé óãëîâ. Â îòâåò çàïèøèòå íàèìåíüøåå èç ýòèõ çíà÷åíèé, ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèâ äî äâóõ

çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Âñå óãëû âûðàæàþòñÿ â ðàäèàíàõ.

�åøåíèå. �åøàåì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ìàêñèìóìà ïëîùàäè S = 2R2 sinα sinβ sin γ, ñ îãðàíè÷åíèÿìè
α+ β + γ = π, α2 + β2 + γ2 = π2/2, α, β, γ > 0, Óïîðÿäî÷èì óãëû: α 6 β 6 γ.

Ïîêàæåì, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå òðåóãîëüíèê ëèáî òóïîóãîëüíûé, ëèáî ïðÿìîóãîëüíûé, îòêóäà áóäåò

âûòåêàòü, ÷òî α+ β 6 π/2. Äåéñòâèòåëüíî,

π2

2
= α2 + β2 + γ2

6 (α+ β + γ) · γ = π · γ =⇒ γ >
π

2
.

Èñêëþ÷èâ γ èç óñëîâèÿ α+β+γ = π è ïîäñòàâèâ â α2+β2+γ2 = π2/2, ïîëó÷àåì α2+β2+(π−α−β)2 =
π2/2 èëè

3(α+ β)2 − 4π(α+ β) + (α− β)2 + π2 = 0.

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå x = α+ β è y = α− β. Òîãäà x ∈
(

0; π2

]

, y 6 0 è ñïðàâåäëèâî

3
(

x− 2π

3

)2

+ y2 =
π2

3
, x ∈

[π

3
;
π

2

]

, y ∈
[

− π√
3
; 0
]

. (1)

Çäåñü îãðàíè÷åíèÿ ñíèçó íà x è y âçÿòû èç óðàâíåíèÿ (1) ïîñêîëüêó, â ÷àñòíîñòè, èç íåãî âûòåêàþò

íåðàâåíñòâà

∣

∣

∣
x− 2π

3

∣

∣

∣
6 π

3 è |y| 6 π√
3
. Íåðàâåíñòâî x = α+ β 6 π/2 îáîñíîâàíî âûøå. Îòìåòèì, ÷òî èç

(1) ìîæíî íàéòè ÿâíûé âèä x(y) = 2π
3 −

√

π2

9 − y2

3 .

Èç óðàâíåíèÿ (1) íàéäåì ïðîèçâîäíóþ �óíêöèþ x(y)

x′(y) =
y

2π − 3x
, y ∈

[

− π√
3
; 0
]

.

Çàìåòèì, ÷òî x′(y) 6 0 äëÿ ðàññìàòðèâûìàåìûõ y. Âåðíåìñÿ ê ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷å

S = 2R2 sinα sinβ sin γ = R2(cos(α− β)− cos(α+ β)) sin(π − α− β) =

= R2(cos(y)− cos(x)) sin(x) 7→ max .

Îáîçíà÷èì f(y) = (cos(y)− cos(x(y))) sin(x(y)) è ïîêàæåì, ÷òî ìàêñèìóì äàííîé �óíêöèè íà îòðåçêå

y ∈
[

− π√
3
; 0
]

äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå 0. Ýòî è áóäåò îçíà÷àòü, ÷òî ýêñòðåìàëüíûì ÿâëÿåòñÿ ðàíîáåäðåí-

íûé òðåóãîëüíèê. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî f ′(y) > 0 äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ àðãóìåíòîâ y.
Ñïðàâåäëèâû (â äàëüíåéøåì, äëÿ êðàòêîñòè ìû áóäåì ïèñàòü x âìåñòî x(y)) ñîîòíîøåíèÿ:

f ′(y) = − sin y sin(x) + x′(y)(cosx cos(y)− cos(2x)) >
2x

π
· −2y

π
+ x′(y)(cosx− cos(2x)) =

=
4x · (−y)

π2
+

y(cosx− cos(2x))

2π − 3x
=

(−y)

2π − 3x

(4x(2π − 3x)

π2
+ cos(2x)− cos(x)

)

.



Çäåñü ïðè ïîëó÷åíèè íåðàâåíñòâà ìû èñïîëüçîâàëè íåðàâåíñòâî sinx > 2x
π
, êîòîðîå âûòåêàåò èç âû-

ïóêëîñòè �óíêöèè sinx íà îòðåçêå x ∈ [0;π/2] è àíàëîãè÷íîå íåðàâåíñòâî sin(−y) > 2(−y)
π

íà îòðåçêå

y ∈ [−π/2; 0], à òàêæå âîñïîëüçîâàëèñü íåðàâåíñòâîì cos y 6 1.

Ïîñêîëüêó â íàøåì ñëó÷àå

(−y)
2π−3x > 0 äëÿ x ∈

[

π
3 ;

π
2

]

, y ∈
[

− π√
3
; 0
]

, òî äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëü-

ñòâà f ′(y) > 0 äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ y äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî

g(x) =
4x(2π − 3x)

π2
+ cos(2x)− cos(x) > 0, ∀x ∈

[π

3
;
π

2

]

. (2)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äàííîå íåðàâåíñòâî äîêàçàíî (äîêàçàòåëüñâî áóäåò äàíî íèæå). Òîãäà îòñþäà âû-

òåêàåò, ÷òî �óíêöèÿ f(y) äîñòèãàåò ñâî¼ íàèáîëüøåå çíà÷åíèå â íóëå, à ñëåäîâàòåëüíî α = β, ò.å.
òðåóãîëüíèê ðàâíîáåäðåííûé.

Òàêèì îáðàçîì, âåðíóâøèñü ê èñõîäíûì ïåðåìåííûì, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ:

α2 + α2 + (π − 2α)2 =
π2

2
.

�åøèâ óðàâíåíèå, íàõîäèì: α = π
6 è α = π

2 . Âîçìîæåí òîëüêî ïåðâûé âàðèàíò, ïîñêîëüêó α óãîë

â òðåóãîëüíèêå ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì. Îòêóäà α = β = π
6 , γ = 2π

3 . Ñëåäîâàòåëüíî, íàèìåíüøåå

çíà÷åíèå èç âñåõ âîçìîæíûõ ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé óãëîâ ðàâíî π2/36 ≈ 0, 27.

Îòâåò: 0, 27.

Äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (2). Äàëåå âñå íåðàâåíñòâà áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî íà îòðåçêå

x ∈ A =
[

π
3 ;

π
2

]

. Ïîêàæåì, ÷òî g′(x) = 4(2π−6x)
π2 −2 sin(2x)+sin(x) 6 0 è ìîíîòîííî ðàñò¼ò íà ìíîæåñòâå

A. Ýòî áóäåò âûòåêàòü èç î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà g′(π/2) > 0 è òîãî �àêòà, ÷òî g′′(x) = (−24x)
π2 −

4 cos(2x) + cos(x) > 0 íà îòðåçêå A. Äîêàæåì ýòîò �àêò.

�àññìîòðèì ïðîèçâîäíóþ îò �óíêöèè g′′(x). Èìååì g′′′(x) = 8 sin 2x − sinx = sinx(16 cosx − 1)
îòêóäà äåëàåì âûâîä, ÷òî íà îòðåçêå A �óíêöèÿ g′′′(x) ïîëîæèòåëüíà äî òî÷êè x∗ = arccos(1/16), à
ïîòîì îòðèöàòåëüíà. Ñëåäîâàòåëüíî g′′(x) > min{g′′(π/3), g′′(π/2)} > g′′(π/3) > 0.

Òêàêèì îáðàçîì �óíêöèÿ g(x) ìîíîòîííî óáûâàåò è äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà â òî÷êå π/2. Ïî-
ýòîìó g(x) > g(π/2) = 0 äëÿ âñåõ x ∈ A. Íåðàâåíñòâî (2) äîêàçàíî.

II. Ñðåäè âñåõ òðåóãîëüíèêîâ, âïèñàííûõ â îêðóæíîñòü �èêñèðîâàííîãî ðàäèóñà, ñ èçâåñòíîé ñóì-

ìîé êâàäðàòîâ âñåõ óãëîâ (α2 + β2 + γ2 = 9π2/25), íàéäèòå âñå òðåóãîëüíèêè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé
ïëîùàäè. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî òðåóãîëüíèêà íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå èç âñåõ ïîïàðíûõ ïðîèç-

âåäåíèé óãëîâ. Â îòâåò çàïèøèòå íàèìåíüøåå èç ýòèõ çíà÷åíèé, ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèâ äî äâóõ

çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Âñå óãëû âûðàæàþòñÿ â ðàäèàíàõ.

�åøåíèå. Ïðèâåä¼ì çäåñü íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ, êîòîðûå ïîêàçûâàþò, êàê ìîæíî äîãàäàòüñÿ äî

ïðàâèëüíîãî îòâåòà â çàäà÷å, ðåø¼ííîé âûøå.

Åñëè çà�èêñèðîâàòü ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè è îäèí èç óãëîâ òðåóãîëüíèêà (íàïðèìåð, óãîë

α), òî ìàêñèìàëüíóþ ïëîùàäü áóäåò èìåòü ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê ñ óãëàìè α, β = γ = π−α
2 .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè èçâåñòåí ðàäèóñ R è óãîë α, òî òåì ñàìûì ìû çíàåì ñòîðîíó òðåóãîëüíèêà

a = 2R sinα. Ñðåäè âñåõ òðåóãîëüíèêîâ ñ äàííûì îñíîâàíèåì è óãëîì α ïðè âåðøèíå ìàêñèìàëüíóþ

ïëîùàäü èìååò òðåóãîëüíèê ñ ìàêñèìàëüíîé âûñîòîé, ïðîâåä¼ííîé ê îñíîâàíèþ a, òî åñòü ðàâíîáåä-

ðåííûé òðåóãîëüíèê (ðèñ. 1).

Òàêèì îáðàçîì ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ:

α2 +

(

π − α

2

)2

+

(

π − α

2

)2

=
9π2

25
.

�åøèâ óðàâíåíèå, íàõîäèì: α = π
5 è α = 7π

15 . Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíû âàðèàíòû òðåóãîëüíèêîâ ñ

óãëàìè: α = π
5 , β = γ = 2π

5 è α = 7π
15 , β = γ = 4π

15 . Ñëåäîâàòåëüíî íàèìåíüøåå çíà÷åíèå èç âñåõ

âîçìîæíûõ ïîïàðíûõ ïðîèçâåäåíèé óãëîâ ðàâíî 16π2/225 ≈ 0, 70.

Îòâåò: 0, 70.
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II. Ñðåäè âñåõ òðåóãîëüíèêîâ, âïèñàííûõ â îêðóæíîñòü �èêñèðîâàííîãî ðàäèóñà, ñ èçâåñòíîé ñóì-

ìîé êâàäðàòîâ âñåõ óãëîâ (α2 + β2 + γ2 = C), íàéäèòå âñå òðåóãîëüíèêè ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé

ïëîùàäè. Äëÿ êàæäîãî òàêîãî òðåóãîëüíèêà íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå èç âñåõ ïîïàðíûõ ïðîèç-

âåäåíèé óãëîâ. Â îòâåò çàïèøèòå íàèìåíüøåå èç ýòèõ çíà÷åíèé, ïðè íåîáõîäèìîñòè îêðóãëèâ äî äâóõ

çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Âñå óãëû âûðàæàþòñÿ â ðàäèàíàõ.

2.1. C = 9π2/25. Îòâåò: 0, 70. Òî÷íûé îòâåò 16π2/225.
2.2. C = 17π2/49. Îòâåò: 0, 81. Çäåñü 3π

7 ,
2π
7 ,

2π
7 . Âòîðîé òðåóãîëüíèê ñ

5π
21 ,

8π
21 ,

8π
21 äàåò áîëüøå

âåëè÷èíó. Òî÷íûé îòâåò 4π2/49.
2.3. C = 27π2/49. Îòâåò: 0, 20. Çäåñü 5π

7 ,
π
7 ,

π
7 . Âòîðîé òðåóãîëüíèê ñ β = 11π

21 íå ñóùåñòâóåò.

Òî÷íûé îòâåò π2/49.
2.4. C = 11π2/27. Îòâåò: 0, 49. Çäåñü α = 5π

9 ,
2π
9 ,

2π
9 . Âòîðîé òðåóãîëüíèê ñ α = π

9 ,
4π
9 ,

4π
9 òîæå

äàåò. Òî÷íûé îòâåò 4π2/81.
2.5. C = 51π2/81. Îòâåò: 0, 12. Çäåñü α = 7π

9 , β = π
9 . Âòîðîé òðåóãîëüíèê íå ñóùåñòâóåò. Òî÷íûé

îòâåò π2/81.
2.6. C = 83π2/121. Îòâåò: 0, 08. Çäåñü α = 9π

11 , β = π
11 . Âòîðîé òðåóãîëüíèê íå ñóùåñòâóåò. Òî÷íûé

îòâåò π2/121.
2.7. C = 4π2/121. Îòâåò: 0, 33. Çäåñü 7π

11 ,
2π
11 ,

2π
11 . Âòîðîé òðåóãîëüíèê ñ α = 1π

33 , β = 16π
33 ,

16π
33 õóæå.

Òî÷íûé îòâåò 16π2/332.
Òóò îïå÷àòêà áûëà: (ýòî ñ îïå÷àòêîé) C = 57π2/121. Îòâåò: 0, 15. Çäåñü α = 1π

33 , β = 16π
33 ,

16π
33 .

Âòîðîé òðåóãîëüíèê ñ

7π
11 ,

2π
11 ,

2π
11 õóæå. Òî÷íûé îòâåò 16π2/332.

2.8. C = 43π2/121. Îòâåò: 0, 73. Çäåñü α = 5π
11 ,

3π
11 ,

3π
11 . Âòîðîé òðåóãîëüíèê ñ

13π
33 ,

13π
33 ,

7π
33 ïðîèçâå-

äåíèå óãëîâ áîëüøå. Òî÷íûé îòâåò 9π2/121.
2.9. C = 123π2/169. Îòâåò: 0, 06. Çäåñü α = 11π

13 , β = π
13 . Âòîðîé òðåóãîëüíèê ñ

23π
39 ,

23π
39 íå ñóùå-

ñòâóåò. Òî÷íûé îòâåò π2/169.
2.10. C = 89π2/169. Îòâåò: 0, 23. Çäåñü α = 9π

13 , β = 2π
13 . Âòîðîé òðåóãîëüíèê ñ β = 42π

65 íå ñóùå-

ñòâóåò. Òî÷íûé îòâåò 4π2/169.
2.11. C = 67π2/169. Îòâåò: 0, 53. Çäåñü α = 7π

13 , β = 3π
13 . Âòîðîé òðåóãîëüíèê ñ

5π
39 ,

17π
39 ,

17π
39 Òî÷íûé

îòâåò 9π2/169.
2.12. C = 17π2/24.Îòâåò: 0, 07. Çäåñü α = 5π

6 , β = π
12 . Âòîðîé òðåóãîëüíèê ñ β = 43π

60 íå ñóùåñòâóåò.

Òî÷íûé îòâåò π2/144.



2.13. C = 11π2/25. Îòâåò: 0, 31. Çäåñü 1π
15 ,

7π
15 ,

7π
15 . Âòîðîé òðåóãîëüíèê ñ

3π
5 ,

π
5 ,

π
5 õóæå. Òî÷íûé

îòâåò 7π2/225.
2.14. C = π2/2. Îòâåò: 0, 27. Çäåñü α = 2π

3 , β = π
6 . Âòîðîé òðåóãîëüíèê ñ β = 19π

30 íå ñóùåñòâóåò.

Òî÷íûé îòâåò π2/36.
2.15. C = 19π2/32. Îòâåò: 0, 15. Çäåñü α = 3π

4 , β = π
8 . Âòîðîé òðåóãîëüíèê ñ β = 27π

40 íå ñóùåñòâóåò.

Òî÷íûé îòâåò π2/64.

III. Íàéäèòå âñå ïàðû ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x, y, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó

4x2y + 6x2 + 2xy − 4x

3x− y − 2
+ sin

(

3x2 + xy + x− y − 2

3x− y − 2

)

= 2xy + y2 +
x2

y2
+

2x

y
+

+
2xy(x2 + y2)

(3x− y − 2)2
+

1

(x+ y)2

(

x2 sin
(x+ y)2

x
+ y2 sin

(x+ y)2

y2
+ 2xy sin

(x+ y)2

3x− y − 2

)

.

Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó âåëè÷èí x2+y2 ïî âñåì ïîëó÷åííûì ïàðàì ðåøåíèé (x, y) ïðè íåîáõîäèìîñòè
îêðóãëèâ äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Åñëè ðåøåíèé íåò, òî çàïèøèòå −1, åñëè ðåøåíèé áåñêîíå÷íî

ìíîãî òî −2.

�åøåíèå. Ïðåäëîæåííîå óðàâíåíèå ïåðåïèñûâàåòñÿ â âèäå

f(α1u1 + α2u2 + α3u3) = α1f(u1) + α2f(u2) + α3f(u3),

ãäå

α1 =
x2

(x+ y)2
, α2 =

y2

(x+ y)2
, α3 =

2xy

(x+ y)2
, α1 + α2 + α3 = 1, α1 > 0, α2 > 0, α3 > 0 ∀x, y > 0;

u1 =
(x+ y)2

x
, u2 =

(x+ y)2

y2
, u3 =

(x+ y)2

3x− y − 2
,

à �óíêöèÿ f(t) = t2 + sin t � ñòðîãî âûïóêëàÿ íà âñåé ÷èñëîâîé îñè. Ïî íåðàâåíñòâó Éåíñåíà, òàêîå

ðàâåíñòâî âîçìîæíî, òîëüêî åñëè u1 = u2 = u3, îòêóäà èìååì ñ ó÷åòîì x > 0, y > 0

x = y2 = 3x− y − 2 ⇒ 2y2 − y − 2 = 0 ⇒ y =
1 +

√
17

4
, x =

9 +
√
17

8
.

Ïîýòîìó x2 + y2 = 85+13
√
17

32 = 4, 331 . . .

Îòâåò: 4,33

III.1 Íàéäèòå âñå ïàðû ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x, y, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó

4x2y + 6x2 + 2xy − 4x

3x− y − 2
+ sin

(

3x2 + xy + x− y − 2

3x− y − 2

)

= 2xy + y2 +
x2

y2
+

2x

y
+

+
2xy(x2 + y2)

(3x− y − 2)2
+

1

(x+ y)2

(

x2 sin
(x+ y)2

x
+ y2 sin

(x+ y)2

y2
+ 2xy sin

(x+ y)2

3x− y − 2

)

.

Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó âåëè÷èí x2+y2 ïî âñåì ïîëó÷åííûì ïàðàì ðåøåíèé (x, y) ïðè íåîáõîäèìîñòè
îêðóãëèâ äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Åñëè ðåøåíèé íåò, òî çàïèøèòå −1, åñëè ðåøåíèé áåñêîíå÷íî

ìíîãî òî −2.

Îòâåò: 4,33

III.2 Íàéäèòå âñå ïàðû ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x, y, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó

2x2 + 14xy − 4y2 + 2xy2 − 12y

2x− y − 3
+ cos

(

x2 + 4xy − 2y2 − 7y + 2x− 3

2x− y − 3

)

=
x2

y2
+

2y3

x
+

2x

y
+

+
xy(xy + 2x2)

(2x− y − 3)2
+

1

(x+ y)2

(

x2 cos
(x+ y)2

2x− y − 3
+ 2xy cos

(x+ y)2

x
+ y2 cos

(x+ y)2

y2

)

.



Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó âåëè÷èí x2 + y ïî âñåì ïîëó÷åííûì ïàðàì ðåøåíèé (x, y) ïðè íåîáõîäèìîñòè
îêðóãëèâ äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Åñëè ðåøåíèé íåò, òî çàïèøèòå −1, åñëè ðåøåíèé áåñêîíå÷íî

ìíîãî òî −2.

Îòâåò: 16 + 4
√
13 ≈ 30, 42

�åøåíèÿ x = (7 +
√
13)/2, y = (1 +

√
13)/2.

III.3 Íàéäèòå âñå ïàðû ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x, y, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó

14xy + 4y2 − 2x2y − 8y

x+ 2y − 4
+ cos

(

2y2 + 3xy + x− 2y − 4

x+ 2y − 4

)

=
y2

x2
+

2y

x
+ x2+

+
2xy(x2 + y2)

(x+ 2y − 4)2
+

1

(x+ y)2

(

x2 cos
(x+ y)2

x2
+ y2 cos

(x+ y)2

y
+ 2xy cos

(x+ y)2

x+ 2y − 4

)

.

Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó âåëè÷èí x+ y2 ïî âñåì ïîëó÷åííûì ïàðàì ðåøåíèé (x, y) ïðè íåîáõîäèìîñòè
îêðóãëèâ äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Åñëè ðåøåíèé íåò, òî çàïèøèòå −1, åñëè ðåøåíèé áåñêîíå÷íî

ìíîãî òî −2.

Îòâåò: 24− 4
√
17 ≈ 7, 51

�åøåíèÿ x = (
√
17− 1)/2, y = (9 −

√
17)/2.

III.4 Íàéäèòå âñå ïàðû ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë x, y, óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó

6xy2 − 6x2y + 12x2 + 2y2 − 10xy + 12x

3x− y + 3
+ sin

(

6x2 − 2xy + y2 + 9x− y + 3

3x− y + 3

)

=
y2

x2
+

2x3

y
+

2y

x
+

+
xy(xy + 2y2)

(3x− y + 3)2
+

1

(x+ y)2

(

x2 sin
(x+ y)2

x2
+ 2xy sin

(x+ y)2

y
+ y2 sin

(x+ y)2

3x− y + 3

)

.

Â îòâåò çàïèøèòå ñóììó âåëè÷èí x+2y ïî âñåì ïîëó÷åííûì ïàðàì ðåøåíèé (x, y) ïðè íåîáõîäèìîñòè
îêðóãëèâ äî äâóõ çíàêîâ ïîñëå çàïÿòîé. Åñëè ðåøåíèé íåò, òî çàïèøèòå −1, åñëè ðåøåíèé áåñêîíå÷íî

ìíîãî òî −2.

Îòâåò: 6 +
√
33 ≈ 11, 74

�åøåíèÿ x = (3 +
√
33)/4, y = (21 + 3

√
33)/8.


