
Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 3�1 (Ó�à)

1. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà x è y, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ

x3 + 2y2 = 2016.

2. Ñóììà ïåðâûõ ïÿòè ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâíà 93, à ñóììà

ñëåäóþùèõ 5 ÷ëåíîâ ðàâíà 2976. Íàéäèòå ñóììó ïåðâûõ 7 ÷ëåíîâ ïðîãðåñ-

ñèè.

3. Ñåðåäèíàìè îñíîâàíèé BC è AD òðàïåöèè ABCD ÿâëÿþòñÿ òî÷êè K è

L ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî AD = 10 · BC. Íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ AB

è CD âçÿòû, ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êè M è N , òàê ÷òî ïðÿìàÿ MN ïàðàë-

ëåëüíà îñíîâàíèÿì òðàïåöèè. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè îòíîøåíèÿ AM : MB

ñóììà ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ BKN è MNL áóäåò íàèáîëüøåé?

4. �åøèòå íåðàâåíñòâî

√
2 sin x cos x > cos3 x− sin3 x+ sinx cos x(sinx− cos x).

5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a è b íåðàâåíñòâî b < 16
2x−1

4x2−4x+5 6 a âûïîëíÿåòñÿ

äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x?

ìàðò 2016 ã.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 3�2 (Ó�à)

1. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà x è y, óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ

8x2 + y3 = 2016.

2. Ñóììà ïåðâûõ ïÿòè ÷ëåíîâ ãåîìåòðè÷åñêîé ïðîãðåññèè ðàâíà 242, à ñóììà

ñëåäóþùèõ 5 ÷ëåíîâ ðàâíà 58806. Íàéäèòå ñóììó ïåðâûõ 6 ÷ëåíîâ ïðî-

ãðåññèè.

3. Ñåðåäèíàìè îñíîâàíèé BC è AD òðàïåöèè ABCD ÿâëÿþòñÿ òî÷êè K è L

ñîîòâåòñòâåííî. Èçâåñòíî, ÷òî AD = 9·BC. Íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ AB è CD

âçÿòû, ñîîòâåòñòâåííî, òî÷êè M è N , òàê ÷òî ïðÿìàÿ MN ïàðàëëåëüíà

îñíîâàíèÿì òðàïåöèè. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè îòíîøåíèÿ AM : MB ñóììà

ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ BKN è MNL áóäåò íàèáîëüøåé?

4. �åøèòå íåðàâåíñòâî

cos3 x+ (sinx+ cos x) sinx cos x+ sin3 x <
√
− sin 2x.

5. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a è b íåðàâåíñòâî b 6 9
6x+3

4x2+4x+10 < a âûïîëíÿåòñÿ

äëÿ âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ x?

ìàðò 2016 ã.



Îòâåòû è ðåøåíèÿ ê âàðèàíòó 3�1

1. Ïåðåáîðîì, êîòîðûé ìîæíî ñîêðàòèòü èç ñîîáðàæåíèé äåëèìîñòè, ïîëó-

÷àåì.

Îòâåò: x = 12, y = 12, x = 6, y = 30.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 3�2: x = 6, y = 12, x = 15, y = 6.

2. Ïîëó÷àåì ñèñòåìó

{

b1(1 + q + . . .+ q4) = 93,

b1q
5(1 + q + . . . + q4) = 2976,

,

îòêóäà q = 2, b1 = 3 ⇒ S7 =
3(128 − 1)

2− 1
= 381.

Îòâåò: 381.

�åøåíèå âòîðîãî âàðèàíòà:

Ïîëó÷àåì ñèñòåìó

{

b1(1 + q + . . .+ q4) = 242,

b1q
5(1 + q + . . . + q4) = 58806,

, îòêóäà q = 3, b1 = 2

⇒ S6 =
2(2187 − 1)

3− 1
= 2186.

Îòâåò: 2186.

3. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: SABCD = S, AD = k · BC (k > 1), BC = a, âûñîòà

òðàïåöèè ABCD � h, x =
MB

AB

. Òîãäà S = a+ka
2 h, îòêóäà ah = 2S

1+k .

Ïîëó÷àåì: SBKN = 1
2 · a

2 · hx = xS
2(1+k) . Òàê êàê MN = x(k − 1)a + a, òî

B

A

C

M

L

N

D

K

�èñ. 1:

SMNL = a(x(k−1)+1)
2 · (1− x)h = S(x(k−1)+1)(1−x)

1+k .

SBKN + SMNL =
S

2(1 + k)
(2x2(1− k) + x(2k − 3) + 2).

Ôóíêöèÿ f(x) = 2x2(1−k)+x(2k−3)+2 èìååò ìàêñèìóì ïðè x0 =
2k−3
4(k−1) .

Åñëè k = 10, òî x0 =
17
36 , îòêóäà AM : MB = 19 : 17.

Îòâåò: 19 : 17.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 3�2: 17 : 15.

4. Íåðàâåíñòâî ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó

√
2 sin x cos x > cos x− sinx.

1-ûé ñëó÷àé

{

cosx− sinx < 0

sinx cosx > 0
⇔







sin(x − π

4
) > 0

sin 2x > 0
⇔







π

4
+ 2πk < x 6

π

2
+ 2πk

π + 2πk 6 x <
5π

4
+ 2πk

2-îé ñëó÷àé

{

cosx− sinx > 0

2 sinx cosx > cos2 x− 2 sinx cosx+ sin2 x
⇔











sin(x − π

4
) 6 0

sin 2x >
1

2

⇔







π

12
+ 2πk < x 6

π

4
+ 2πk

5π

4
+ 2πk 6 x <

17π

12
+ 2πk

Îòâåò: ( π

12
+ 2πk; π

2
+ 2πk] ∪ [π + 2πk; 17π

12
+ 2πk), k ∈ Z.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 3�2: (7π
12

+ 2πk;π + 2πk] ∪ [−π

2
+ 2πk;− π

12
+ 2πk), k ∈ Z.

5. Ïóñòü t = 2x − 1. �àññìîòðèì �óíêöèþ f(t) = t

t2+4

. Òàê êàê t2 + 4 > 2
√
4t2 =

4|t|, òî − 1

4
6 t

t2+4
6 1

4

. Çíà÷åíèÿ ± 1

4

äîñòèãàþòñÿ ïðè t = ±2. Ñëåäîâàòåëüíî,

ìíîæåñòâî çíà÷åíèé �óíêöèé g(t) = 16
2x−1

4x2
−4x+5 = 16

t

t2+4

åñòü ïîëóèíòåðâàë [ 1
2
; 2].

Îòâåò: a > 2, b < 1

2

.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 3�2: a > 3, b 6 1

3

.



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 4�1 (Ñî÷è)

1. Íà ñîðåâíîâàíèÿ ïî ëåãêîé àòëåòèêå ó÷åíèêè øêîëû ïðèåõàëè íà àâòîáó-

ñå, âìåùàþùåì íå áîëåå 40 ÷åëîâåê. Êàæäûé èç íèõ ó÷àñòâîâàë â îäíîì

èç âèäîâ ñîðåâíîâàíèé. Ïðè ýòîì 1/7 ÷àñòü ó÷åíèêîâ çàâîåâàëè çîëîòûå

ìåäàëè, 1/4 ÷àñòü � ñåðåáðÿíûå è åùå 1/4 �� áðîíçîâûå. Íà îáðàòíîì ïó-

òè ìåäàëèñòû ðåøèëè ñîáðàòü äåíüãè è êóïèòü ïî îäíîìó òîðòó êàæäîìó

èç ñïîðòñìåíîâ, îñòàâøåìóñÿ áåç ìåäàëåé. Ñêîëüêî òîðòîâ èì ïðèäåòñÿ

ïîêóïàòü?

2. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå x21+x1x2+x22, ãäå x1 è x2 �

íåñîâïàäàþùèå ìåæäó ñîáîé êîðíè óðàâíåíèÿ x3 − 2015x + 2016 = 0?

3. Â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O âïèñàí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, äèàãîíàëè

AC è BD êîòîðîãî ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå M , ïðè÷åì AM = 4, AB = 6.

Îïðåäåëèòå, êàêîé ìîæåò áûòü íàèìåíüøàÿ äëèíà äèàãîíàëè BD, åñëè

èçâåñòíî, ÷òî ñòîðîíû AB è AD ðàâíîóäàëåíû îò òî÷êè O.

4. Íàéäèòå ñóììó âñåõ ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [−75; 5] öåëûõ ðåøåíèé íåðà-

âåíñòâà

sin
(

πx
2

)

− cos
(

πx
2

)

+ 1

sin
(

πx
2

)

+ cos
(

πx
2

)

− 1
> sin

(

arcsin
x

10

)

− x

10
.

5. Óêàæèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà

{

x2 + 2y2 + 2y(x− a) + a2 = 0,

2−2−y · log2 x < 1

èìååò ðåøåíèÿ, è íàéäèòå ýòè ðåøåíèÿ.

ìàðò 2016 ã.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 4�2 (Ñî÷è)

1. Íà ñîðåâíîâàíèÿ ïî ëåãêîé àòëåòèêå ó÷åíèêè øêîëû ïðèåõàëè íà àâòîáóñå,

âìåùàþùåì íå áîëåå 79 ÷åëîâåê. Êàæäûé èç íèõ ó÷àñòâîâàë â îäíîì èç

âèäîâ ñîðåâíîâàíèé. Ïðè ýòîì 1/11 ÷àñòü ó÷åíèêîâ çàâîåâàëè çîëîòûå

ìåäàëè, 1/4 ÷àñòü � ñåðåáðÿíûå è åùå 1/4 �� áðîíçîâûå. Íà îáðàòíîì ïóòè

ìåäàëèñòû ðåøèëè ñîáðàòü äåíüãè è êóïèòü ïî îäíîìó òîðòó êàæäîìó

èç ñïîðòñìåíîâ, îñòàâøåìóñÿ áåç ìåäàëåé. Ñêîëüêî òîðòîâ èì ïðèäåòñÿ

ïîêóïàòü?

2. Êàêèå çíà÷åíèÿ ìîæåò ïðèíèìàòü âûðàæåíèå x21+x1x2+x22, ãäå x1 è x2 �

íåñîâïàäàþùèå ìåæäó ñîáîé êîðíè óðàâíåíèÿ x3 − 2016x + 2017 = 0?

3. Â îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì O âïèñàí ÷åòûðåõóãîëüíèê ABCD, â êîòîðîì

äèàãîíàëü AC ðàâíà 9/2, à ñòîðîíà AD ðàâíà 3. Îïðåäåëèòå, êàêîé ìîæåò

áûòü íàèìåíüøàÿ äëèíà äèàãîíàëè BD, åñëè èçâåñòíî, ÷òî ñòîðîíû AB è

AD ðàâíîóäàëåíû îò òî÷êè O.

4. Íàéäèòå ñóììó âñåõ ïðèíàäëåæàùèõ îòðåçêó [−5; 65] öåëûõ ðåøåíèé íåðà-

âåíñòâà

sin
(

πx
2

)

+ cos
(

πx
2

)

− 1

sin
(

πx
2

)

− cos
(

πx
2

)

+ 1
>

x

10
− sin

(

arcsin
x

10

)

.

5. Óêàæèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà a, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ ñèñòåìà

{

x2 + 2y2 + 2y(x+ a) + a2 = 0,

3−3−x · log3 y < 1

èìååò ðåøåíèÿ, è íàéäèòå ýòè ðåøåíèÿ.

ìàðò 2016 ã.



Îòâåòû è ðåøåíèÿ ê âàðèàíòó 4�1

1. Îáùåå ÷èñëî ó÷åíèêîâ øêîëû äîëæíî äåëèòüñÿ íà 7 è íà 4, à çíà÷èò, íà 28.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ ýòî ÷èñëî íå áîëåå 40, òî âñåãî áûëî 28 ñïîðòñìåíîâ.

Ïðèçåðàìè ñòàëè (1/7 + 1/4 + 1/4) · 28 = 18 ÷åëîâåê. Çíà÷èò, îñòàëèñü áåç

ìåäàëåé 10.

Îòâåò: x = 10.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 4�2: x = 18.

2. Ïåðâûé ñïîñîá: Òàê êàê x31 − 2015x1 + 2016 = 0 è x32 − 2015x2 + 2016 = 0,

òî x31 − x32 = 2015 · (x1 − x2). Çíà÷èò, x
2
1 + x1x2 + x22 = 2015.

Âòîðîé ñïîñîá: Ïî òåîðåìå Âèåòà (íî òîãäà íóæíî îáîñíîâàòü íàëè÷èå

òðåõ ðàçíûõ êîðíåé): x1 + x2 + x3 = 0, x1x2x3 = −2016. Ïîýòîìó

x21 + x1x2 + x22 = (x1 + x2)
2 − x1x2 = (−x3)

2 +
2016

x3
=

=
x33 + 2016

x3
=

2015x3
x3

= 2015.

Îòâåò: 2015.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 4�2: 2016.

3. Èç ðàâíîóäàë¼ííîñòè ñòîðîí AB è AD îò òî÷êè O âûòåêàåò èõ ðàâåíñòâî.

Ñëåäîâàòåëüíî ðàâíû óãëû ∠ACD = ∠ADB = ∠ABD. Òàêèì îáðàçîì

B
A

C

6

D

6 4

M

B

A

C

6

D

6 4

M

5

�èñ. 2: �èñ. 3:

òðåóãîëüíèêè ABM è ACB ïîäîáíû. Îòêóäà AB2 = AM ·AC, ò.å. AC = 9,

à ñëåäîâàòåëüíî MC = 5. Òàê êàê DM · MB = CM · MA = 5 · 4, òî

DM = 5x, MB = 4/x. Ñëåäîâàòåëüíî

BD = 5x+
4

x
= 5

(

x+
4

5x

)

> 5 · 2 · 2√
5
= 4

√
5.

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî äàííûé ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ, êîãäà AC ïðîõîäèò

÷åðåç öåíòð îêðóæíîñòè (ñì. ðèñ. 3).

Îòâåò: 4
√
5.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 4�2: 2
√
5.

4. Ïðàâàÿ ÷àñòü íåðàâåíñòâà ðàâíà íóëþ ïðè |x| 6 10 (ïðè îñòàëüíûõ x îíà

íå îïðåäåëåíà). Îáîçíà÷èâ α = πx
4 , ïîëó÷èì:

sin 2α− cos 2α+ 1

sin 2α+ cos 2α− 1
> 0 ⇐⇒ 2 sinα cosα+ 2 sin2 α

2 sinα cosα− 2 sin2 α
> 0 ⇐⇒

⇐⇒
{

cosα+sinα
cosα−sinα > 0,

sinα 6= 0,
⇐⇒

{

1+tg α
1−tg α > 0,

tg α 6= 0.

Ïîýòîìó x ∈ [−1 + 4k; 4k) ∪ (4k; 4k + 1). Íà îòðåçêå [−10, 10] íàõîäÿòñÿ

öåëûå ÷èñëà −9, −5, −1, 3, 7, èç êîòîðûõ íà çàäàííîì â óñëîâèè îòðåçêå

íàõîäÿòñÿ ÷èñëà −9, −5, −1, 3 ñóììà êîòîðûõ ðàâíà −12.

Îòâåò: −12.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 4�2: 12.

5. Ïåðâîå óðàâíåíèå ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (x+y)2+(y−a)2 = 0, îòêóäà ïîëó÷àåì

x = −a; y = a. Ïîäñòàíîâêà â íåðàâåíñòâî äàåò:

2−2−a · log2(−a) < 1 ⇐⇒ log2(−a) < 22+a.

�àâåíñòâî äîñòèãàåòñÿ ïðè a = −2, è ââèäó ìîíîòîííîñòè ïîëó÷àåì a ∈
(−2; 0).

Îòâåò: x = −a; y = a ïðè a ∈ (−2; 0).

Îòâåò ê âàðèàíòó: 4�2: x = a; y = −a ïðè a ∈ (−3; 0).



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 5�1 (Áàðíàóë)

1. �åøèòå óðàâíåíèå

√

logx
√
2x · log2 x = −1.

2. Ôóòáîëüíûé ìÿ÷ øüåòñÿ èç 32-õ êóñî÷êîâ êîæè: áåëûõ øåñòèóãîëüíèêîâ

è ÷åðíûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ. Êàæäûé ÷åðíûé êóñî÷åê ãðàíè÷èò òîëüêî ñ

áåëûìè êóñî÷êàìè, êàæäûé áåëûé êóñî÷åê ãðàíè÷èò ñ òðåìÿ ÷åðíûìè è

òðåìÿ áåëûìè. Ñêîëüêî ÷åðíûõ êóñî÷êîâ íóæíî äëÿ èçãîòîâëåíèÿ ìÿ÷à?

3. �åøèòå óðàâíåíèå

sin10 x+ cos10 x =
29

16
cos4 2x.

4. Íà ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ êîíóñà ñ âûñîòîé, ðàâíîé ðàäèóñó îñíîâàíèÿ, äà-

íà òî÷êà (âíå êîíóñà), óäàë¼ííàÿ îò îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ íà ðàññòîÿ-

íèå ðàâíîå äâóì ðàäèóñàì îñíîâàíèÿ. Íàéäèòå óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè

ïëîñêîñòÿìè ê áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç äàííóþ

òî÷êó.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìà

{

(x2 + 1)a = y − cos x,

sin4 x+ |y| = 1.

ìàðò 2016 ã.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 5�2 (Áàðíàóë)

1. �åøèòå óðàâíåíèå (1− log2 x) ·
√

log x
2

√
x = 1.

2. Ôóòáîëüíûé ìÿ÷ øüåòñÿ èç 32-õ êóñî÷êîâ êîæè: ÷åðíûõ øåñòèóãîëüíèêîâ

è áåëûõ ïÿòèóãîëüíèêîâ. Êàæäûé áåëûé êóñî÷åê ãðàíè÷èò òîëüêî ñ ÷åð-

íûìè êóñî÷êàìè, êàæäûé ÷åðíûé êóñî÷åê ãðàíè÷èò ñ òðåìÿ ÷åðíûìè è

òðåìÿ áåëûìè. Ñêîëüêî ÷åðíûõ êóñî÷êîâ íóæíî äëÿ èçãîòîâëåíèÿ ìÿ÷à?

3. �åøèòå óðàâíåíèå

((cos x+ sinx)2 + 28− sin 2x) cos4 2x = 16 cos10 x+ 16 sin10 x.

4. Íà ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ êîíóñà ñ âûñîòîé, ðàâíîé äâóì ðàäèóñàì îñíî-

âàíèÿ, äàíà òî÷êà (âíå êîíóñà), óäàë¼ííàÿ îò îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ íà

ðàññòîÿíèå ðàâíîå ðàäèóñó îñíîâàíèÿ. Íàéäèòå óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè

ïëîñêîñòÿìè ê áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç äàííóþ

òî÷êó.

5. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ a, ïðè êîòîðûõ èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ñèñòåìà

{

(|x|+ 1)a = y + cos x,

sin4 x+ y2 = 1.

ìàðò 2016 ã.



Îòâåòû è ðåøåíèÿ ê âàðèàíòó 5�1

1. Óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå























x > 0,

x 6= 1,

logx
√
2x > 0,

log22 x+ log2 x− 2 = 0.

Ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ïîëó÷åíî ïîñëå âîçâåäåíèÿ èñõîäíîãî â êâàäðàò è

ïðîñòûõ ïðåîáðàçîâàíèé.

Îòâåò: x = 1
4 .

Îòâåò ê âàðèàíòó: 5�2: x = 1
2 .

2. Åñëè ÷åðíûõ êóñî÷êîâ x, òî áåëûõ 32−x. Òàê êàê êàæäûé ÷åðíûé êóñî÷åê

(ïÿòèóãîëüíûé) ãðàíè÷èò òîëüêî ñ áåëûìè, òî ãðàíèö ÷åðíûõ è áåëûõ êó-

ñî÷êîâ áóäåò 5x. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òàêèõ ãðàíèö 3 ·(32−x). Èç óðàâíåíèÿ

5x = 3 · (32− x) ïîëó÷àåì x = 12.

Îòâåò: 12.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 5�2: 20.

3. Èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî

(

1− cos 2x

2

)5

+

(

1 + cos 2x

2

)5

=
29

16
cos4 2x⇐⇒

⇐⇒ 2 + 20 cos2 2x+ 10 cos4 2x

32
=

29

16
cos4 2x,

Îòêóäà 24 cos4 2x− 10 cos2 2x− 1 = 0, cos2 2x = 1

2

, cos 4x = 0.

Îòâåò: x = π
8
+ πk

4

.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 5�2: x = π
8
+ πk

4

.

4. Íà ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ êîíóñà ñ âûñîòîé h è ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ R äàíà òî÷êà (âíå

êîíóñà), óäàë¼ííàÿ îò îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ íà ðàññòîÿíèå aR. Íàéäèòå óãîë ìåæäó

êàñàòåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè ê êîíóñó, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç äàííóþ òî÷êó.

Ïåðâûé ñïîñîá:

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L äàííóþ òî÷êó, ÷åðåç B è C � òî÷êè êàñàíèÿ ïëîñêîñòåé ñ îêðóæ-

íîñòüþ îñíîâàíèÿ, ϕ = ∠BAO, ψ = ∠SAB, α = ∠SAO. Òî÷êà K � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ

õîðäû BC è ïðÿìîé AO, ãäå O � öåíòð îñíîâàíèÿ êîíóñà. Òîãäà sinϕ =
BO

OA
=

1

a+ 1

,

BA = R
√
a2 + 2a, BK = R cosϕ =

R
√
a2 + 2a

a+ 1

, KA = BA cosϕ =
R(a2 + 2a)

a+ 1

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S âåðøèíó êîíóñà. Èç ïðÿìîóãîëüíîãî △SOA íàõîäèì tgα =
h

(a+ 1)R

. Ñëåäîâàòåëüíî sinα =
h

√

h2 + (a+ 1)2R2

. Ïóñòü D � òî÷êà îñíîâàíèÿ ïåð-

ïåíäèêóëÿðîâ, ïðîâåä¼ííûõ èç òî÷åê B è C íà ïðÿìóþ SA. Òîãäà δ = ∠BDC èñêîìûé.

Èç △DKA íàõîäèì

BA

C

D

S

Ã Á

®

±

KD = KA sinα =
Rh(a2 + 2a)

(a+ 1)
√

h2 + (a+ 1)2R2
.

tg(δ/2) = tg∠KDB =
BK

KD
=

√

h2 + (a+ 1)2R2

h
√
a2 + 2a

,

îòêóäà δ = 2arctg

√

h2 + (a+ 1)2R2

h
√
a2 + 2a

.

Âòîðîé ñïîñîá: Ïî òåîîðåìå êîñèíóñîâ äëÿ òð¼õãðàííîãî óãëà SABC ïîëó÷àåì

1

:

cos δ =
cos 2ϕ− cos2 ψ

sin2 ψ
,

ãäå cosϕ =

√
a2 + 2a

a+ 1

, sinψ =
SB

AS
=

√
h2 +R2

h2 +R2(a+ 1)2

.

Ïîñêîëüêó h = R, a = 2, òî ïîëó÷àåì îòâåò.

Îòâåò: 2 arctg(
√
5/2).

Îòâåò ê âàðèàíòó: 5�2: 2 arctg(
√
2/

√
3), (çäåñü h = 2R, a = 1).

5. Ñèñòåìà ÷¼òíà îòíîñèòåëüíî x. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ åäèíñòâåííîñòè ðåøåíèÿ íåîáõîäè-

ìî x = 0. Òîãäà a = y + 1, y = ±1, îòêóäà a = 0 èëè a = 2. Ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî ïðè a = 0

ðåøåíèé áåñêîíå÷íî ìíîãî, à ïðè a = 2 ðåøåíèå åäèíñòâåííî.

Îòâåò: a = 2.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 5�2: a = −2.

1

Äàííîå ðàâåíñòâî ìîæíî äîêàçàòü âûðàçèâ BC2

èç äâóõ òðåóãîëüíèêîâ BAC è BDC,

èñïîëüçóÿ ïëàíåìåòðè÷åñêóþ òåîðåìó êîñèíóñîâ.



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 6�1 (Ñàðàòîâ)

1. Â äåñÿòè÷íîé çàïèñè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, ñîñòîÿùåé òîëüêî èç öè�ð 4 è

5, êîëè÷åñòâî öè�ð 5 íå÷¼òíî è íà 17 áîëüøå êîëè÷åñòâà öè�ð 4. Íàéäèòå

âñå âîçìîæíûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ ýòîãî ÷èñëà íà 9.

2. �åøèòå óðàâíåíèå

x+ log2 x− log3 x+ log4 x− 7 =

(

3

4
− log3

√
2

)

· log2 49.

3. Íà ñòîðîíàõ AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC ðàñïîëîæåíû òî÷êè M è N

ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì AM : MB = 3 : 1, CN : NB = 1 : 7. Êàêîé

ïðîöåíò îò ïëîùàäè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà AMNC ñîñòàâëÿåò ïëîùàäü òðå-

óãîëüíèêà MBN?

4. �åøèòå óðàâíåíèå

(√
2 sin 3x+

√
2 + cos 3x

)

(2 cos(
√
2 arcsinx)− 1) = 0.

5. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òî÷åê íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, ÷åðåç êîòîðûå ïðî-

õîäèò êàê êðèâàÿ (4x3 − 3x)15 = 1− (4y3 − 3y)16, òàê è êðèâàÿ x2 = 1− y2.

ìàðò 2016 ã.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 6�2 (Ñàðàòîâ)

1. Â äåñÿòè÷íîé çàïèñè íàòóðàëüíîãî ÷èñëà, ñîñòîÿùåé òîëüêî èç öè�ð 2 è

7, êîëè÷åñòâî öè�ð 7 íå÷¼òíî è íà 29 áîëüøå êîëè÷åñòâà öè�ð 2. Íàéäèòå

âñå âîçìîæíûå îñòàòêè îò äåëåíèÿ ýòîãî ÷èñëà íà 9.

2. �åøèòå óðàâíåíèå

log2 x− log3 x+ log4 x− 5 =

(

1

2
− log3

3
√
2

)

· log2 125 − x.

3. Íà ñòîðîíàõ AB è BC òðåóãîëüíèêà ABC ðàñïîëîæåíû òî÷êè M è N

ñîîòâåòñòâåííî. Ïðè ýòîì AM : MB = 1 : 3, CN : BN = 4 : 9. Êàêîé

ïðîöåíò îò ïëîùàäè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà AMNC ñîñòàâëÿåò ïëîùàäü òðå-

óãîëüíèêà MBN?

4. �åøèòå óðàâíåíèå

(2 sin(
√
3 arcsinx)−

√
3)

(√
2 sin 3x+

√
2 + cos 3x

)

= 0.

5. Íàéäèòå êîëè÷åñòâî òî÷åê íà êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè, ÷åðåç êîòîðûå ïðî-

õîäèò êàê êðèâàÿ (3x− 4x3)13 = 1− (4y3 − 3y)18, òàê è êðèâàÿ x2 = 1− y2.

ìàðò 2016 ã.



�åøåíèÿ

1. Ïóñòü N � íàòóðàëüíîå ÷èñëî èç óñëîâèÿ çàäà÷è. Èç óñëîâèÿ âûòåêàåò,

÷òî êîëè÷åñòâî ÷åòâ¼ðîê ÷èñëà N ðàâíî 2m, à ïÿò¼ðîê 2m + 17. Èñïîëü-

çóþ ñâîéñòâî ðàâíîîñòàòî÷íîñòè äåëåíèÿ íà 9: îñòàòîê ïðè äåëåíèè íà

9 íàòóðàëüíîãî ÷èñëà ðàâåí îñòàòêó ïðè äåëåíèÿ íà 9 ñóììû åãî öè�ð.

Ïîëó÷àåì

N ( mod 9) = 4 · 2m+ 5(2m + 17) ( mod 9) = 5 · 17 ( mod 9) = 4.

Îòâåò: 4. Îòâåò ê âàðèàíòó: 6�2: 5.

2. Óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî x+log2 x−log3 x+log4 x = 7+log2 7−log3 7+log4 7.

Ïîñêîëüêó f(x) = log2 x − log3 x + log4 x = log2 x ·
(

1− log3 2 +
1
2

)

=

log2 x · log3
(

33/2

2

)

� ìîíîòîííî âîçðàñòàåò, òî �óíêöèÿ x + f(x) òàêæå

ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî ðåøåíèå

x = 7 ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ.

Îòâåò: 7. Îòâåò ê âàðèàíòó: 6�2: 5.

3. Îòíîøåíèå ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà MBN ê ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC

ðàâíî

1
4 · 78 = 7

32 . Ïîýòîìó îòíîøåíèå ïëîùàäè ÷åòûð¼õóãîëüíèêà AMNC ê

ïëîùàäè òðåóãîëüíèêà ABC ðàâíî 1− 7
32 = 25

32 . Èñêîìîå îòíîøåíèå ðàâíî

7
25 · 100 = 28%.

Îòâåò: 28%.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 6�2: 108%.

4. �åøåíèå. Î.Ä.Ç. äàííîãî óðàâíåíèÿ x ∈ [−1; 1]. Âûÿñíèì, êîãäà êàæäûé ìíîæèòåëü

ðàâåí íóëþ.

I. �åøèì óðàâíåíèå

√
2 sin 3x+

√
2 + cos 3x = 0 ⇐⇒ −

√
2 sin 3x =

√
2 + cos 3x⇐⇒

⇐⇒
{

2 sin2 3x = 2 + cos 3x,

sin 3x 6 0.
⇐⇒

{

2 cos2 3x+ cos 3x = 0,

sin 3x 6 0.
⇐⇒

⇐⇒











[

cos 3x = 0,

cos 3x = −1/2,

sin 3x 6 0.

Óðàâíåíèå cos 3x = 0 ðàâíîñèëüíî

3x = π/2 + 2πk, k ∈ Z, 3x = −π/2 + 2πn, n ∈ Z.

Íî, ïåðâàÿ ñåðèÿ íå ïîäõîäèò èç-çà îãðàíè÷åíèÿ sin 3x 6 0. Òàêèì îáðàçîì èç ñåðèè

x = −π/6+2πn/3, n ∈ Z íàäî îòîáðàòü ðåøåíèÿ, ïîäõîäÿùèè ïîä Î.Ä.Ç., ò.å. x ∈ [−1; 1].

n > 1 =⇒ −π
6
+

2πn

3
> −π

6
+

2π

3
=
π

2
> 1 =⇒ ∅,

n = 0 =⇒ −π
6
∈ [−1; 1],

n 6 −1 =⇒ −π
6
+

2πn

3
6 −π

6
− 2π

3
= −5π

6
< −1 =⇒ ∅.

Èòàê, óðàâíåíèå cos 3x = 0 äàëî åäèíñòâåííîå ðåøåíèå x = −π/6. Àíàëîãè÷íî ðàçáèðà-

åòñÿ óðàâíåíèå cos 3x = −1/2, ðåøåíèåì êîòîðîãî, ñ ó÷åòîì Î.Ä.Ç., áóäåò x = −2π/9.

II. �åøèì âòîðîå óðàâíåíèå 2 cos(
√
2 arcsin x)− 1 = 0. Îòêóäà

cos(
√
2 arcsin x) = 1/2 ⇐⇒

√
2 arcsin x = ±π/3 + 2πn, n ∈ Z ⇐⇒

⇐⇒ arcsin x = ± π

3
√
2
+

√
2πn, n ∈ Z.

Ïîñêîëüêó ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé �óíêöèè arcsin x ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê

[−π/2; π/2], òî òðåáóåòñÿ ïðîâåðèòü, ÷òîáû ïðàâàÿ ÷àñòü ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ íå âû-

õîäèëà çà äàííûé îòðåçîê.

n > 1 =⇒ ± π

3
√
2
+

√
2πn >

5

3
√
2
π >

π

2
=⇒ ∅,

n = 0 =⇒ ± π

3
√
2
∈ [−π/2;π/2],

n 6 −1 =⇒ ± π

3
√
2
+

√
2πn 6 − 5

3
√
2
π < −π

2
=⇒ ∅.

Òàêèì îáðàçîì âòîðîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî arcsin x = ± π

3
√

2

, ò.å. x = ± sin(π/(3
√
2)).

Îòâåò: −π/6, −2π/9, ± sin(π/(3
√
2)).

Îòâåò ê âàðèàíòó: 6�2: −π/6, −2π/9, sin(π/(3
√
3)), sin(2π/(3

√
3)).

5. Ïîñëå çàìåíû x = cosα, y = sinα âòîðîå óðàâíåíèå âûïîëíåíî, à ïåðâîå çàïèøåòñÿ â

âèäå cos15 3α+ sin16 3α = 1. Èç öåïî÷êè

1 = cos15 3α+ sin16 3α 6 cos2 3α+ sin2 3α = 1

ñëåäóåò, ÷òî cos15 3α = cos2 3α è sin16 3α = sin2 3α. Çíà÷èò, ëèáî 3α = π/2 + πk, ëèáî

3α = 2πk, òî åñòü α = π
6
+ πk

3

èëè α = 2πn
3

. Ïîëó÷àåòñÿ 9 ïàð ðåøåíèé (x, y):

(
√
3

2
;±1

2

)

;

(

−
√
3

2
;±1

2

)

;

(

−1

2
;±

√
3

2

)

; (0;±1); (1; 0).

Îòâåò: 9.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 6�2: 9.



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 7�1 (Éîøêàð-Îëà)

1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

(

3

2x− y
− 2

2x+ y
− 1

2x− 5y

)

:
y2

4x2 − y2

ïðè x = 4
3 , y = 7

3 .

2. �åøèòå íåðàâåíñòâî

log3x(x+ 1)− (x+ 1)(logcos 5
√
x+1)−1

< sin2 5.

3. Äëÿ áðèãàäû ìàëÿðîâ-ó÷åíèêîâ áûëà çàïëàíèðîâàíà îêðàñêà 360 êâ.ì.

ñòåí. Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû îäèí èç ó÷åíèêîâ çàáîëåë è âìåñòî íåãî ðà-

áîòàë ìàñòåð, ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êîòîðîãî â 3 ðàçà áîëüøå ïðîèçâîäè-

òåëüíîñòè êàæäîãî èç ó÷åíèêîâ. Ïîýòîìó êàæäûé èç ó÷åíèêîâ â äåéñòâè-

òåëüíîñòè ïîêðàñèë íà 6 êâ.ì. ìåíüøå ÷åì ïëàíèðîâàëîñü. Âñå ó÷åíèêè è

ìàñòåð ðàáîòàëè îäèíàêîâîå âðåìÿ. Ñêîëüêî ó÷åíèêîâ ðàáîòàëî?

4. Äâóãðàííûé óãîë ïðè îñíîâàíèè ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû

SABC ðàâåí arctg 3. Â êàêîì îòíîøåíèè äåëèò áîêîâóþ ñòîðîíó SB ñ�å-

ðà, öåíòð êîòîðîé ëåæèò â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âåð-

øèíû îñíîâàíèÿ ïðèíàäëåæàò ñ�åðå?

5. Íàéäèòå ñóììó ïåðâûõ ñòà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ:

cos(8πx) + 2 cos(4πx) − cos(2πx) + 2 sin(πx) + 3 = 0.

ìàðò 2016 ã.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 7�2 (Éîøêàð-Îëà)

1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

(

x+ 1

x2 + 2xy + y2
− 1

x2 − y2

)

· (x− y)2

x2 − 2y − xy
+

y − x

(x− y)2

ïðè x = 1
3 , y = 8

3 .

2. �åøèòå íåðàâåíñòâî

(1− x)(logsin 7

√
1−x)−1

> log(−3x)(1− x)− cos2 7.

3. Äëÿ áðèãàäû ìàëÿðîâ-ó÷åíèêîâ áûëà çàïëàíèðîâàíà îêðàñêà 420 êâ.ì.

ñòåí. Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû îäèí èç ó÷åíèêîâ çàáîëåë è âìåñòî íåãî ðà-

áîòàë ìàñòåð, ïðîèçâîäèòåëüíîñòü êîòîðîãî â 3 ðàçà áîëüøå ïðîèçâîäè-

òåëüíîñòè êàæäîãî èç ó÷åíèêîâ. Ïîýòîìó êàæäûé èç ó÷åíèêîâ â äåéñòâè-

òåëüíîñòè ïîêðàñèë íà 5 êâ.ì. ìåíüøå ÷åì ïëàíèðîâàëîñü. Âñå ó÷åíèêè è

ìàñòåð ðàáîòàëè îäèíàêîâîå âðåìÿ. Ñêîëüêî ó÷åíèêîâ ðàáîòàëî?

4. Äâóãðàííûé óãîë ïðè îñíîâàíèè ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû

SABC ðàâåí arctg 5. Â êàêîì îòíîøåíèè äåëèò áîêîâóþ ñòîðîíó SB ñ�å-

ðà, öåíòð êîòîðîé ëåæèò â ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âåð-

øèíû îñíîâàíèÿ ïðèíàäëåæàò ñ�åðå?

5. Íàéäèòå ñóììó ïåðâûõ ñòà ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé óðàâíåíèÿ:

cos(8πx) + 2 cos(4πx) − cos(2πx) − 2 sin(πx) + 3 = 0.

ìàðò 2016 ã.



Îòâåòû è ðåøåíèÿ ê âàðèàíòó 7�1

1.

3(2x+ y)

y2
− 2(2x − y)

y2
− 4x2 − y2)

y2(2x− 5y)
=

2x+ 5y)

y2
− 4x2 − y2)

y2(2x− 5y)
= − 24

2x− 5y

.

Ïðè x = 4
3 , y = 7

3 ïîëó÷àåì

24
9 = 8

3 .

Îòâåò:

8
3 .

�åøåíèå âòîðîãî âàðèàíòà:

x−y
(x+y)2

+ y−x
(x−y)2

= −4xy(x−y)
(x2−y2)2

= 32
189 .

Îòâåò:

32
189 .

2. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé íåðàâåíñòâà (0; 1/3) ∪ (1/3;+∞). Íåðàâåí-

ñòâî ðàâíîñèëüíî

log3x(x+ 1) < 1 ⇐⇒ (3x− 1)(x+ 1− 3x) < 0 ⇐⇒ (3x− 1)(1 − 2x) < 0.

Îòêóäà, ñ ó÷¼òîì îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà,

ïîëó÷àåì x ∈ (0; 1/3) ∪ (1/2;+∞).

Îòâåò: x ∈ (0; 1/3) ∪ (1/2;+∞).

Îòâåò ê âàðèàíòó: 7�2: x ∈ (−∞;−1/2) ∪ (−1/3; 0).

3. Ïóñòü N êâ.ì. íàäî ïîêðàñèòü, x � êîëè÷åñòâî ó÷åíèêîâ, v � ïðîèçâî-

äèòåëüíîñòü êàæäîãî ó÷åíèêà, t1 � âðåìÿ, çà êîòîðîå áóäåò âûïîëíåíà

ðàáîòà. Òîãäà âûïîëíåíî, ÷òî xvt1 = N è êàæäûé ó÷åíèê äîëæåí áûë

ïîêðàñèòü vt1 =
N
x êâ. ì.

Â óñëîâèè çàäà÷è ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ìàñòåðà áîëüøå ïðîèçâîäèòåëüíî-

ñòè êàæäîãî ó÷åíèêà â k ðàç (k > 1). Ïîýòîìó â ñëó÷àå, êîãäà îäèí èç ó÷å-

íèêîâ çàáîëåë, à åãî çàìåíèë ìàñòåð áóäåò âûïîëíåíî ((x−1)v+kv)t2 = N ,

ãäå t2 � âðåìÿ, çà êîòîðîå áóäåò âûïîëíåíî ðàáîòà. Òîãäà vt2 =
N

x+k−1 êâ.

ì.

Óñëîâèå, ÷òî êàæäûé îñòàâøèéñÿ ó÷åíèê, ïîêðàñèë íà a êâ.ì. ìåíüøå

ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

N
x = N

x+k−1 + a ⇔ (x + k − 1)x = (k−1)N
a . Ïðè

N = 360, k = 3, a = 6 ïîëó÷àåì (x+ 2)x = 120 ⇒ x = 10.

Îòâåò: 9.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 7�2: 11.

4. Öåíòð ñ�åðû ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì O òðåóãîëüíèêà ABC. Åñëè ñ�åðà ïå-

ðåñåêàåò ðåáðî SB â òî÷êå P , òî OP = OB è ïåðïåíäèêóëÿð OQ ê ðåáðó

SB ÿâëÿåòñÿ ìåäèàíîé òðåóãîëüíèêà POB. Îáîçíà÷èì ñòîðîíó îñíîâàíèÿ

÷åðåç a, ÷åðåç α = arctg 3. Ïóñòü M � îñíîâàíèå ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâå-

äåííîãî èç òî÷êè B íà ñòîðîíó AC. Íàõîäèì OM = a
√
3

6 , SO = a
√
3

6 tgα.

Ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè SOB è OQB ïîäîáíû:

BQ
BO = BO

SB . Ïîëó÷àåì:

BQ
SB = BO2

SB2 = 4
4+tg2 α

,

SP
PB = (1− 2BQ

SB ) : 2BQ
SB = tg2 α−4

8 = 5
8 .

Îòâåò: 5/8.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 7�2: 21/8.

5. Îáîçíà÷èì α = πx.

cos(8α) + 2 cos(4α) − cos(2α) + 2 sin(α) + 3 = 0 ⇐⇒
2 cos2 4α− 1 + 2 cos 4α− 1 + 2 sin2 α+ 2 sinα+ 3 = 0 ⇐⇒

2

(

cos 4α +
1

2

)2

+ 2

(

sinα+
1

2

)2

= 0.

Îòêóäà

{

cos 4α = −1/2,

sinα = −1/2
⇐⇒

[

α = −π
6 + 2πm,m ∈ Z,

α = −5π
6 + 2πn, n ∈ Z.

Ñëåäîâàòåëüíî x = −1/6 + 2m, x = −5/6 + 2n, m,n ∈ Z. Ñóììà ïåðâûõ

äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ êîðíåé: 11
6+15

6 = 3. Ñëåäóþùèå äâà ïîëîæèòåëüíûõ

êîðíÿ áîëüøå íà 4, ò.å. ðàâíû 7 è ò.ä. Èñêîìàÿ ñóììà ðàâíà

3 + 7 + 11 + · · ·+ (3 + 4 · 49) = 6 + 4 · 49
2

· 50 = 5050.

Îòâåò: 5050.

Îòâåò ê âàðèàíòó: 7�2: 4950.



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 17-1 (Ìîñêâà)

1. Ñðàâíèòå ÷èñëà (sin 1 + cos 1) è 49
36 . Îòâåò îáîñíóéòå.

2. Äâà ìàëü÷èêà â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ÷àñîâ õîäèëè êðóãàìè âîêðóã çäàíèÿ,

îáà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, êàæäûé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Áîëåå áûñòðûé

ïðîõîäèë îäèí êðóã çà 5 ìèíóò, à áîëåå ìåäëåííûé � çà íåêîòîðîå öåëîå

÷èñëî ìèíóò. Ïðè ýòîì âðåìÿ ìåæäó âñòðå÷àìè òîæå ðàâíÿëîñü íåêîòî-

ðîìó öåëîìó ÷èñëó ìèíóò, ïðè÷¼ì îíî áûëî íå ìåíüøå 12. Çà êàêîå âðåìÿ

áîëåå ìåäëåííûé ìàëü÷èê ïðîõîäèë ïîëíûé êðóã?

3. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

√

(x+ 6)2 + y2 +
√

x2 + (y − 4)2

ïðè óñëîâèè 2|x| + 3|y| = 6.

4. �åøèòå óðàâíåíèå

[log2(log3 x)]
2 − 11 log2([log3 x]) + 18 log2(log3([x])) = 0

(÷åðåç [t] îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà t, òî åñòü íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî,

íå ïðåâîñõîäÿùåå t).

5. Áîêîâûå ð¼áðà SA, SB è SC òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû SABC âçàèìíî ïåð-

ïåíäèêóëÿðíû. Òî÷êà D ëåæèò íà îñíîâàíèè ïèðàìèäû ABC íà ðàññòîÿ-

íèè

√
5 îò ðåáðà SA, íà ðàññòîÿíèè

√
13 îò ðåáðà SB è íà ðàññòîÿíèè

√
10

îò ðåáðà SC. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü îáú¼ì ïèðàìèäû

SABC ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ?

ìàðò 2016 ã.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 17-2 (Ìîñêâà)

1. Ñðàâíèòå ÷èñëà

26
19 è

(

sin 1
2 + cos 1

2

)

. Îòâåò îáîñíóéòå.

2. Äâà âîäèòåëÿ â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ÷àñîâ åçäèëè êðóãàìè ïî êîëüöåâîé

òðàññå, îáà ïðîòèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, êàæäûé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Áî-

ëåå áûñòðûé ïðîåçæàë îäèí êðóã çà 3 ìèíóòû, à áîëåå ìåäëåííûé � çà

íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî ìèíóò. Ïðè ýòîì âðåìÿ ìåæäó îáãîíàìè áîëåå ìåä-

ëåííîãî âîäèòåëÿ áîëåå áûñòðûì òîæå ðàâíÿëîñü íåêîòîðîìó öåëîìó ÷èñ-

ëó ìèíóò, ïðè÷¼ì îíî áûëî áîëüøå 7. Êàêèì áûëî âðåìÿ ìåæäó îáãîíàìè?

3. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

√

(x− 3)2 + y2 +
√

x2 + (y + 6)2

ïðè óñëîâèè 2|x| + |y| = 4.

4. �åøèòå óðàâíåíèå

[log3(log2 x)]
2 − 10 log3([log2 x]) + 21 log3(log2([x])) = 0

(÷åðåç [t] îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà t, òî åñòü íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî,

íå ïðåâîñõîäÿùåå t).

5. Òî÷êà D ëåæèò íà îñíîâàíèè ABC òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû SABC íà ðàñ-

ñòîÿíèè 5 îò ðåáðà SA, íà ðàññòîÿíèè 2
√
5 îò ðåáðà SB è íà ðàññòîÿíèè√

13 îò ðåáðà SC. Áîêîâûå ð¼áðà SA, SB è SC ýòîé ïèðàìèäû âçàèìíî

ïåðïåíäèêóëÿðíû. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü îáú¼ì ïèðà-

ìèäû SABC ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ?

ìàðò 2016 ã.



Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 17-3 (Ìîñêâà)

1. Îïðåäåëèòå, êàêîå èç ÷èñåë

42
31 è (sin 1 + cos 1) áîëüøå. Îòâåò îáîñíóéòå.

2. Äâà ñïîðòñìåíà â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ ÷àñîâ áåãàëè êðóãàìè âîêðóã îçåðà,

îáà ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå, êàæäûé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Áîëåå áûñòðûé

ïðîáåãàë îäèí êðóã çà 7 ìèíóò, à áîëåå ìåäëåííûé � çà íåêîòîðîå öåëîå

÷èñëî ìèíóò. Ïðè ýòîì âðåìÿ ìåæäó âñòðå÷àìè òîæå ðàâíÿëîñü íåêîòî-

ðîìó öåëîìó ÷èñëó ìèíóò, ïðè÷¼ì îíî áûëî íå ìåíüøå 16. Êàêèì áûëî

âðåìÿ ìåæäó âñòðå÷àìè?

3. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

√

(x− 3)2 + y2 +
√

x2 + (y + 9)2

ïðè óñëîâèè 3|x| + |y| = 6.

4. �åøèòå óðàâíåíèå

[log2(log3 x)]
2 − 8 log2([log3 x]) + 15 log2(log3([x])) = 0

(÷åðåç [t] îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà t, òî åñòü íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî,

íå ïðåâîñõîäÿùåå t).

5. Áîêîâûå ð¼áðà SA, SB è SC òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû SABC âçàèìíî ïåð-

ïåíäèêóëÿðíû. Òî÷êà D ëåæèò íà îñíîâàíèè ïèðàìèäû ABC íà ðàññòîÿ-

íèè

√
13 îò ðåáðà SA, íà ðàññòîÿíèè

√
10 îò ðåáðà SB è íà ðàññòîÿíèè

√
5

îò ðåáðà SC. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü îáú¼ì ïèðàìèäû

SABC ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ?

ìàðò 2016 ã.

Ìîñêîâñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò

èìåíè Ì.Â.Ëîìîíîñîâà

Îëèìïèàäà ¾Ïîêîðè Âîðîáü�åâû ãîðû¿

Âàðèàíò 17-4 (Ìîñêâà)

1. Îïðåäåëèòå, êàêîå èç ÷èñåë

(

sin 1
2 + cos 1

2

)

è

40
29 ìåíüøå. Îòâåò îáîñíóéòå.

2. Äâà âîäèòåëÿ åçäèëè êðóãàìè ïî êîëüöåâîé òðàññå, îáà ïðîòèâ ÷àñîâîé

ñòðåëêè, êàæäûé ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Áîëåå áûñòðûé ïðîåçæàë îäèí

êðóã çà 3 ìèíóòû, à áîëåå ìåäëåííûé � çà íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî ìèíóò.

Ïðè ýòîì âðåìÿ ìåæäó îáãîíàìè áîëåå ìåäëåííîãî âîäèòåëÿ áîëåå áûñò-

ðûì òîæå ðàâíÿëîñü íåêîòîðîìó öåëîìó ÷èñëó ìèíóò, ïðè÷¼ì îíî áûëî

áîëüøå 8. Çà êàêîå âðåìÿ ïðîåçæàë êðóã áîëåå ìåäëåííûé âîäèòåëü?

3. Íàéäèòå ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ

√

(x+ 4)2 + y2 +
√

x2 + (y + 2)2

ïðè óñëîâèè |x|+ 2|y| = 2.

4. �åøèòå óðàâíåíèå

[log3(log2 x)]
2 − 12 log3([log2 x]) + 20 log3(log2([x])) = 0

(÷åðåç [t] îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà t, òî åñòü íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî,

íå ïðåâîñõîäÿùåå t).

5. Òî÷êà D ëåæèò íà îñíîâàíèè ABC òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû SABC íà ðàñ-

ñòîÿíèè 2
√
5 îò ðåáðà SA, íà ðàññòîÿíèè

√
13 îò ðåáðà SB è íà ðàññòîÿíèè

5 îò ðåáðà SC. Áîêîâûå ð¼áðà SA, SB è SC ýòîé ïèðàìèäû âçàèìíî ïåð-

ïåíäèêóëÿðíû. Êàêîå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ìîæåò èìåòü îáú¼ì ïèðàìèäû

SABC ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ?

ìàðò 2016 ã.



�åøåíèÿ âàðèàíòà 17-1 è îòâåòû êî âñåì âàðèàíòàì

1. Ôóíêöèÿ f(x) = sinx + cos x óáûâàåò íà îòðåçêå [π/4;π/2] (ìîíîòîí-

íîñòü ìîæíî îáîñíîâàòü ðàâåíñòâîì f(x) =
√
2 sin(x + π

4 ), ëèáî ïðè

ïîìîùè ïðîèçâîäíîé, ëèáî íàïðÿìóþ, èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèå). Çíà÷èò,

sin 1 + cos 1 > sin π
3 + cos π

3 = 1+
√
3

2 . Îñòà¼òñÿ óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè

îöåíêè

1+
√
3

2 > 49
36 . Äåéñòâèòåëüíî,

1 +
√
3

2
∨ 49

36
⇐⇒ 1 +

√
3 ∨ 49

18
⇐⇒

√
3 ∨ 31

18
⇐⇒ 3 >

961

324
.

Îòâåò: ïåðâîå ÷èñëî áîëüøå.

Îòâåò ê âàðèàíòó 17-2 : ïåðâîå ÷èñëî áîëüøå.

Îòâåò ê âàðèàíòó 17-3 : âòîðîå ÷èñëî áîëüøå.

Îòâåò ê âàðèàíòó 17-4 : âòîðîå ÷èñëî áîëüøå.

2. Îáîçíà÷èì ÷åðåç n âðåìÿ â ìèíóòàõ çà êîòîðîå ïðîõîäèò êðóã áîëåå ìåä-

ëåííûé ìàëü÷èê. Òîãäà n > 5, n ∈ N. Ñêîðîñòü ñ êîòîðîé áîëåå áûñòðûé

ìàëü÷èê äîãîíÿåò ìåäëåííîãî ðàâíà

1

5
− 1

n
=

n− 5

5n

(

êðóã

ìèí

)

,

ïîýòîìó âðåìÿ ìåæäó âñòðå÷àìè ñîñòàâëÿåò

5n

n− 5
=

5(n − 5) + 25

n− 5
= 5 +

25

n− 5
(ìèí) ,

à ïîñêîëüêó ýòî öåëîå ÷èñëî, òî (n − 5) äåëèò 25. Íàòóðàëüíûå äåëèòåëè
25 � ÷èñëà 1; 5 è 25. Òîãäà n = 6 èëè n = 10 èëè n = 30, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò

âðåìåíè ìåæäó âñòðå÷àìè 30 ìèíóò, 10 ìèíóò è 6 ìèíóò. Ïîñêîëüêó âðåìÿ

ìåæäó âñòðå÷àìè íå ìåíåå 12 ìèíóò, çàäàííîìó óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò

òîëüêî n = 6.

Îòâåò: 6 ìèí.

Îòâåò ê âàðèàíòó 17-2 : 12 ìèí.

Îòâåò ê âàðèàíòó 17-3 : 56 ìèí.

Îòâåò ê âàðèàíòó 17-4 : 4 ìèí.

3. Ïîñêîëüêó âûðàæåíèå

√

(x+ 6)2 + y2 +
√

x2 + (y − 4)2 ðàâíî ñóììå ðàñ-

ñòîÿíèé îò òî÷êè (x; y) äî òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè (−6; 0) è (0; 4), à ãåîìåò-

ðè÷åñêîå ìåñòî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ 2|x|+ 3|y| = 6 íà ïëîñêîñòè åñòü ðîìá

O

x

y

d
2

d
1

A

B

C

D

H

E

F

O

x

y

HE

F

G
F’

�èñ. 4: �èñ. 5:

ñ âåðøèíàìè (3; 0), (0;−2), (−3; 0) è (0; 2), òî çàäà÷à ðàâíîñèëüíà ïîèñêó

ìèíèìóìà ñóììû ðàññòîÿíèé îò òî÷êè, ëåæàùåé íà óêàçàííîì ðîìáå, äî

òî÷åê ñ êîîðäèíàòàìè (−6; 0), (0; 4) (ñì. ðèñ. 1).

Äîêàæåì, ÷òî ìèíèìóì ýòîé ñóììû äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå, ëåæàùåé íà ñòî-

ðîíå ðîìáà è ðàâíîóäàë¼ííîé îò òî÷åê (−6; 0) è (0; 4). Ïóñòü òî÷êà G

ëåæèò íà ïðÿìîé l, ïàðàëëåëüíîé EF è óäàë¼ííîé îò ïðÿìîé EF íà ðàñ-

ñòîÿíèå h (ñì. ðèñ. 2). Ïóñòü òàêæå òî÷êà H íà ïðÿìîé l òàêîâà, ÷òî

EH = HF , à òî÷êà F ′

ñèììåòðè÷íà òî÷êå F îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé l. Òî-

ãäà ïîëó÷àåì

EG+ FG > EH +HF ′ = EH +HF,

ïðè÷¼ì íåðàâåíñòâî îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî ëèøü ïðè ñîâïàäåíèè òî÷åê

G è H.

Â íàøåì ñëó÷àå ñòîðîíà ðîìáà AB ïàðàëëåëüíà EF , à òî÷êà H ïðÿìîé

AB, äëÿ êîòîðîé EH = FH, ëåæèò íà ñòîðîíå ðîìáà. Ñóììà ðàññòîÿíèé

îò ëþáîé äðóãîé òî÷êè ðîìáà äî òî÷åê E è F ïðåâîñõîäèò EH + FH.

Îñòà¼òñÿ íàéòè EF è ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè EF è AB. Ïðèìåíÿÿ

òåîðåìó Ïè�àãîðà, ïîëó÷àåì EF =
√
16 + 36 = 2

√
13. �àññòîÿíèå ìåæäó

ïðÿìûìè ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò íà÷àëà êîîðäèíàò äî ïðÿìîé AB (íàïðè-

ìåð, ýòî ñëåäóåò èç ïîäîáèÿ ïðÿìîóãîëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ), ïîýòîìó

h ·AB = AO ·BO =⇒ h =
6√
13

.

Òàêèì îáðàçîì, EH +HF = 2

√

36

13
+ 13 = 2

√

205

13
.

Îòâåò: 2
√

205
13 .



Çàìå÷àíèå 1. �àññòîÿíèå ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè

x
−3 + y

2 = 1 è

x
−3 + y

2 = 2 ìîæíî íàéòè ñðàçó ïî �îðìóëå ̺ = |2−1|√
1/9+1/4

= 6√
13

, ëèáî ïî

�îðìóëå ðàññòîÿíèÿ îò òî÷êè äî ïðÿìîé.

Çàìå÷àíèå 2. Ìîæíî íàéòè ÿâíûé âèä êîîðäèíàò òî÷êè H = (2713 ;
8
13 .

Îòâåò ê âàðèàíòó 17-2 :

√

241
5 .

Îòâåò ê âàðèàíòó 17-3 : 2
√

117
5 .

Îòâåò ê âàðèàíòó 17-4 : 2
√

29
5 .

4. Óðàâíåíèå èìååò ñìûñë ïðè [log3 x] > 0 ⇐⇒ log3 x > 1 ⇐⇒ x > 3.

Ïîêàæåì, ÷òî ïðè âñåõ x > 3 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî log3[x] > [log3 x] (íà

ñàìîì äåëå, ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî ïðè âñåõ x > 1, íî íàì ýòî íå òðåáóåòñÿ).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîãî x > 3 ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî k,

÷òî x ∈ [3k; 3k+1), à òîãäà [x] ∈ [3k; 3k+1), ïîýòîìó log3[x] > k = [log3 x].

Ñëåäîâàòåëüíî,

f(x) = [log2(log3 x)]
2 − 11 log2([log3 x]) + 18 log2(log3([x])) >

> [log2(log3 x)]
2 + 7 log2([log3 x]) > 7 log2([log3 x]) > 0.

Ïðè x > 9 ïîëó÷àåì [log2(log3 x)] > 1 > 0, ïîýòîìó íà ýòîì ëó÷å ðåøå-

íèé íåò. Íà ïîëóèíòåðâàëå [4; 9) èìååì log2([log3 x]) = 0 < log2(log3([x])),

ïîýòîìó íà ýòîì ïðîìåæóòêå ðåøåíèé òàêæå íåò (ïåðâîå íåðàâåíñòâî â

îöåíêå f(x) ñòàíîâèòñÿ ñòðîãèì). Íàêîíåö, ëþáîå ÷èñëî èç ïîëóèíòåðâàëà
[3; 4) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì.

Îòâåò: x ∈ [3; 4).

Îòâåò ê âàðèàíòó 17-2 : x ∈ [2; 3).

Îòâåò ê âàðèàíòó 17-3 : x ∈ [3; 4).

Îòâåò ê âàðèàíòó 17-4 : x ∈ [2; 3).

5. Îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿðû DD1, DD2, DD3 èç òî÷êè D íà ïëîñêîñòè SBC,

SAC è SAB ñîîòâåòñòâåííî. Îáîçíà÷èì DD1 = x, DD2 = y, DD3 = z.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ ñîñòàâèì ñèñòåìó óðàâíåíèé











y2 + z2 = 5,

x2 + z2 = 13,

x2 + y2 = 10.

S

x

y

z

A

B

C

D

D
3

D
2

D
1

�èñ. 6:

Îòñþäà íàõîäèì x = 3, y = 1, z = 2. Îáîçíà÷èì äëèíû ð¼áåð SA, SB è

SC ÷åðåç a, b è c ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó òî÷êè A, B, C è D ëåæàò â

îäíîé ïëîñêîñòè, âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

3
a + 1

b +
2
c = 1.

Èç íåðàâåíñòâà ìåæäó ñðåäíèì àðè�ìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷å-

ñêèì äëÿ òð¼õ ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåì:

3
a + 1

b +
2
c

3
>

3

√

3

a
· 1
b
· 2
c
=

3

√

6

abc
⇐⇒

⇐⇒ 1 =

(

3

a
+

1

b
+

2

c

)3

>
6 · 27
abc

⇐⇒ abc > 6 · 27.

ïðè÷¼ì ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ïðè

3
a = 1

b = 2
c = 1

3 . Îáú¼ì ïèðàìèäû

V = abc
6 , ïîýòîìó V > 27. �àâåíñòâî èìååò ìåñòî ïðè a = 9, b = 3, c = 6.

Îòâåò: 27.

Îòâåò ê âàðèàíòó 17-2 : 108.

Îòâåò ê âàðèàíòó 17-3 : 27.

Îòâåò ê âàðèàíòó 17-4 : 108.


